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二維哈伯模型之自洽場研究 
Study on the self-consistent field of two-dimensional Hubbard 

model 
 

計畫編號：NSC 91-2112-M-034-002 
執行期限：91年8月1日至92年7月31日 

主持人：蔣幼齡   中國文化大學物理系 

計畫參與人員：郭淑貞   中國文化大學物理系 

 

摘要 

 

以我們提出的哈伯模型之廣義自洽場(GSCF)近似理論，以數值方法計算零溫度下二維無
限方格子在任意電子濃度、任意的關連強度(吸引或排斥)在外加磁場下主要的物理量—
系統總能、化學勢、雙佔有結點濃度及序參數等。本計劃之二維廣義自洽場研究，將對

在哈伯模型中從弱耦合到強耦合的跨越問題以及費米液體理論中的自旋電荷分離問題

的深入理解有很大幫助。一般相信，廣義自洽場方法將可提供一個很好的機會以了解高

溫超導之機制與材料中區域電子對之波色凝聚情況。 

 

關鍵詞：二維哈伯模型；廣義自洽場；零溫度；磁場 

 

Abstract 
 
We propose a generalized self-consistent field (GSCF) approach of Hubbard model in the 
presence of magnetic field by introducing the inhomogeneous correlation parameters.  In 
two-dimensional case, we will solve numerically the GSCF approach results for the main 
physical quantities in the presence of magnetic field and at zero temperature for a wide range 
of magnitude of all electron concentration and on-site interaction strength.  The continuum 
model of electrons interacting via attractive potential displays a crossover from the strong 
coupling extreme of tightly bound weakly interacting local Bose pairs (composite bosons) to 
the weak coupling limit of relatively large overlapping Cooper pairs.  We believe that the 
results will provide an opportunity for investigation of the interplay and the crossover 
between the itinerant superconductivity and Bose condensation of local pairs in novel high 
temperature superconductors. 
 
Keywords: two-dimensional Hubbard model；self-consistent field；zero temperature；magnetic field 
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一、 前言 
 
在凝態物理裡，哈伯模型(Hubbard model)用最簡潔的理論框架描述晶格中關

連的電子。它僅包含兩個部分：電子在晶格中跳躍的動能項（t-hopping term）和
自旋相反電子在同一格點中的相互作用項（吸引性的 U < 0或排斥性的 U > 0）。
電子關連長度和配對的特性可以藉改變相互作用參數 U（大小和符號），磁場 h
和電子濃度 n來調節。使哈伯模型可以用來說明涵蓋從金屬性到絕緣體、從磁性
到超導性的各種特性。目前哈伯模型在多體物理領域中佔有很重要的地位，幾乎

所有的凝態理論已知的方法都可用到它的分析，它不只為強關連多體系統提供了

一個一般的內在的數學的結構範例，而且描述了許多新奇電子材料的實驗行為。 
從 1996 年開始研究Hubbard 模型以來，我們用精確的 Bethe-ansatz 方程式

和提出一個廣義自洽場(generalized self-consistent field)方法，陸續完成了一維吸
引性及排斥性哈伯模型(電子濃度 0≤n≤1，交互作用強度-∞<U<∞)在外加磁場作用
下的各主要基態物理量之數值計算並加以比較。探討了因外磁場之作用，系統在

三個不同相(s=0, s≠0, s=n/2)的性質、吸引性哈伯模型中似 BCS區域與 BC(Bose 
condensation)區域的過渡情形。在一維的情形下並利用微擾理論修正廣義自洽場
方法之結果，得到與精確結果更符合之物理特性。在有限溫度(T>0)的情形也已
完成一維吸引性哈伯模型的計算。以上的成果皆已發表在 SCI 的期刊[1]-[14]及
一份博士論文[15]和兩份碩士論文[16，17]中。 
 

二、 研究目的和文獻探討 
 
因為哈伯模型只有在一維有精確解[18]，在我們過去的研究工作中已將精確

解中主要之基態物理量準確的數值結果作了有系統的研究。有限溫度下我們研究

一維近似理論，亦得到很完整的各種物理量與磁場和溫度之關係。近年來很多的

超導或有趣的磁性材料皆為準二維的層狀結構材料。哈伯模型是固態物理中很基

本的一個模型，一般相信[19，20]哈伯模型在低維系統對電子關連的局部相互作
用與配對之描述可用來研究金屬的鐵磁性、金屬-絕緣體轉變(Mott 轉變)和高溫
超導等。為了考慮實際的情形(被認為是高溫超導材料最重要的銅氧面之電子結

構)，研究二維哈伯模型實是一重要課題，因為除一維有精確解外，二維以上哈

伯模型僅在某些極限情況下有精確解。所以哈伯模型近似的理論中不同平均場近

似[21]-[25]經常被用來在質或量上討論許多不同的物理現象，例如磁力和超導
性。 

 

三、 研究方法 

 

哈伯模型由 Hamiltonian 
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而排斥性（U>0）哈伯模型假設 
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引入序參數 ( )
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便起見將上述各量轉換到動量空間，並引入
ϖq以描述序參數的不均勻性。 
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在零溫度下利用平衡條件在二維無限方格子情況時可以得到一組自洽方

程。將二維哈伯模型廣義自洽場的各物理量在零溫度與外加磁場下的結果與作一

完整系列的計算，這些結果可與量子蒙地卡羅和變分蒙地卡羅的模擬計算作比

較。 

 

四、 結果與討論 

 

系統總能在吸引及排斥情形各為 n
N
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二維情形下，能量對關連強度(U)、電子濃度(n)或磁場(h)間的關係，在性質上與
一維的情形是相似的，但是在同一條件下相比，二維的能量明顯較一維時為低

[2，11，15]。 
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圖一、在無磁場下，能量對關連強度(吸引與排斥)關係圖。 
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圖二、在不同磁場下，能量對關連強度(排斥性)關係圖。 

 

 序參數(∆，即文中之 )(±∆ qϖ )是解自洽方程式之重要參數，它除了與準粒子能帶
間之能隙有密切關係外，經由分析參量 q造成序參量∆在動量空間中的不均勻分
布，更可以將吸引或排斥性哈伯模型在不同關連強度時分成不同的態[14，16]。

圖五比較了在二維時。排斥性哈伯模型橫向自旋
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圖三、在無磁場下，序參數對關連強度關係圖。 
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圖四、在不同磁場下，序參數對關連強度關係圖。 

 

 
圖五、在不同磁場下，局部橫向自旋和自旋關連強度關係圖。 

 

 雙佔有結點濃度是每結點上同時有相反自旋電子的期望值，

∑ ↑↓
+
↓

+
↑≡

i
iiii ccccD ， 在 廣 義 自 洽 場 中 可 以 用 簡 單 的 式 子 寫 出 ；

2
2

22

44
s

U
nD −∆+= (吸引)和 2

2

22

44
s

U
nD −∆−= (排斥)。一維情形下自洽場的結果

與精確解的不相符處在於，U小的時候，自洽場的 D呈現與 U無關之直線；另
外自洽場的 D在 U增加後陸續(不同的 n)降為零，但精確結果卻是在 U趨近無窮
大時，D才會降到零值。二維的情形，在 U小的時候，自洽場的 D呈現與 U無
關之範圍似乎加大了；但是在 U增大後的 D的趨勢也改善了。 
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圖六、在無磁場下，雙佔有結點濃度對關連強度關係圖。 
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圖七、在不同磁場下，雙佔有結點濃度對關連強度關係圖。 
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圖八、在無磁場下，化學勢對關連強度關係圖。 
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 化學勢在計算的過程中是很重要的物理量。自洽場近似中，吸引性哈伯模型

裡平均自旋守恆，但是電子濃度是不守恆的，必須引入化學勢以固定電子濃度。

而在排斥性哈伯模型裡，平均自旋不守恆，但電子濃度是守恆的，則可以由填充

準粒子之最高能階得到化學勢。在吸引的情形下，化學勢看來隨吸引強度降低而

單調的增加；在排斥的情形下，除了 n=1在 U/t=2附近有極大值外，n=0.8時，
化學勢隨排斥增大的特性也不是單調增加的。這些結果依過去一維的經驗看來，

吸引性與精確解特性可能較相似，但排斥性與精確解的行為應該是不一樣的。當

然有待進一步與量子蒙地卡羅和變分蒙地卡羅的模擬計算作比較方可斷定。 

 

五、 計劃成果自評 

 

計劃已完成在二維哈伯模型方格子所提出之廣義自洽場主要的物理量隨電

子關連強度 U、電子濃度 n及外加磁場 h改變的性質。成果預計可於近期中投稿
於期刊中發表。計劃主持人在執行計劃期間亦有相關論文[26]-[29]在研討會議及
期刊中發表。 
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